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  .با انتقال مبدا مختصات به مرکز جرم زمین می توانیم از ساده سازی های زیر استفاده نماییم
  zzzyyyxxx MmMmMm =−=−=−     ;    ;

 و کـم کـردن آنهـا از یکـدیگر بـه      m بـر    ) 39(تـا   ) 37( و معـادلات     M بر   )36(تا  ) 34(با تقسیم معادلات    
  .معادلات زیر می رسیم

)40(  ( ) ( ) ( )       ,   , 333 r
zmMGz

r
ymMGy

r
xmMGx +−=+−=+−= 

2222 که در آن  zyxr   . بصورت زیر خواهد بود)40(ت ه معادلاتسدفرم برداری . =++
)41(  

r
r
mMG

dt
rdr 32

2 +
−==  

  
 پوشی کـرد و     مبسیار ناچیز است، می توان از آن چش       ) M(در مقابل جرم زمین     ) m(از آنجا که جرم ماهواره      

  .یسی نمود را به شکل زیر بازنو)41(معادله 
)42(  

r
r
GM

dt
rdr 32

2

−==  

دو ثابـت  (تگـرال گیـری اسـت    ناز دیدگاه ریاضی معادله اخیر یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم با شش ثابـت ا    
به عبارت دیگر معادله حرکت هر ماهواره به دور زمین دارای شش پارامتر مـستقل اسـت کـه             ). برای هر مولفه  

  .دنهست پارامترهای کپلری همان
 و کم کردن دو به دوی آنها از یکدیگر به معـادلات دیفرانـسیل               z و   x  ،yدر  ) 40(با ضرب دسته معادلات     

  .مرتبه دوم زیر خواهیم رسید
)43(   0x   ,0z   ,0 =−=−=− zxzyzyxyyx  

  .دلات دیفرانسیل مرتبه اول زیر خواهیم رسیدبا انتگرال گیری از معادلات فوق به معا
)44(   x   ,z   , 321 CzxzCyzyCxyyx =−=−=−

 و y و z ،xبا ضـرب معـادلات فـوق بـه ترتیـب در      .  ثابت های دلخواه هستند3C و   1C  ،2Cکه در آنها    
  .جمع کردن آنها به معادله ساده زیر خواهیم رسید

)45(   0y321 =++ CxCzC  
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ین معنی  د ب  موضوع این. همانطور که پیداست معادله فوق بیانگر معادله یک صفحه شامل مبدا مختصات است            
توجیـه هـر    . رکز جرم زمین صورت می گیـرد      است که حرکت ماهواره به دور زمین در یک صفحه گذرنده از م            

ارتباط . تعیین می گردد  ) i,Ω(بعد نقطه گرهی صعودی و زاویه میل        صفحه مداری در فضا با دو پارامتر مانند         
بـه صـورت زیـر      ) i,Ω(عد نقطه گرهی صعودی و زاویـه میـل          دو پارامتر ب    و 3C و   1C  ،2Cبین ثابت های    

  .[3] بدست آمده است
)46(  i

N
C

i
N
C

i
N
C

sincos   ,sinsin   ,cos 321 Ω−=Ω==

2که در آن 
3

2
2

2
1 CCCN   . و قائم بر صفحه مداری ماهواره است=++

  
 و x2 و آنهـا را بـه ترتیـب در          را در نظر بگیریـد    ) 40(برای اثبات بیضی بودن مسیر ماهواره، مجددا معادلات         

y2استبیاننتیجه اینکار به صورت زیر قابل .  ضرب نمایید .  
)47(  y

r
yGMyyx

r
xGMxx 22    ,22 33 −=−=  

  .ابط فوق به رابطه جدید زیر می رسیموبا جمع کردن ر
)48(  ( ) ( )yyxx

r
GMyx

dt
d

+−=+ 3
22 2  

222از آنجا که  yxr yyxxrr و =+ 222   .، لذا رابطه بالا را می توان به صورت زیر نمایش داد=+
)49(  ( )

r
iGMr

r
GMyx

dt
d 22

2
22 =−=+  

  . به رابطه زیر می رسیم)49( از پس از انتگرال گیری
)50(  3222 p

r
GMyx +=+  

  .ه رابطه زیر خواهیم رسید ب مدار حرکت ماهوارهبا نمایش متغیرها در دستگاه مختصات قطبی
)51(  32222 p

r
GMfrr +=+  

  .جواب چنین معادله دیفرانسیلی می تواند به صورت زیر نوشته شود
)52(  ( )

fe
ear

cos1
1 2

+
−

=  
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  .در می یابیم که همان معادله بیضی مسیر ماهواره است) 5( با رابطه )52(با مقایسه رابطه 
بر اسـاس نگـاره   .  توضیح داده می شود در ادامهول کپلر به صورت زیر است که برای اثبات قانون ا روش دیگر 

  .نویسیم بصورت زیر می  مداری قائم الزاویه موقعیت ماهواره را در سیستم مختصاتمجددا بردار) 1(
)53(  
















=
















=

0
sin
cos

fr
fr

z
y
x

r  

  بـردار  مـشتق بنـابراین    .می شـوند  معرفی   بصورت توابعی از زمان       ماهواره لی حقیقی امو و آن  زمین مرکز فاصله  
  .بدست می آید بصورت زیر  که همان بردار سرعت ماهواره استموقعیت ماهواره نسبت به زمان

)54(  















−
+
















=

0
cos
sin

0
sin
cos

f
f

frf
f

rr  

بدسـت  بـصورت زیـر      نیز به عنوان بردار شتاب ماهواره         موقعیت ماهواره نسبت به زمان     بردارمشتق مرتبه دوم    
  .می آید

)55(  
















−















−
+















−
+
















=

0
sin
cos

0
cos
sin

0
cos
sin

2
0

sin
cos

2 f
f

frf
f

frf
f

frf
f

rr

  
  موقعیـت مـاهواره نـسبت بـه زمـان          بردارمشتق مرتبه دوم دوم     ) 53(و  ) 42(از طرفی با در نظر گرفتن روابط        

  .نیز قابل بیان استبصورت زیر 
)56(  
















−

=
0

sin
cos

2 f
f

r
GMr  

  .زیر می رسیمبه روابط  f=0به ازای ) 56( و) 55 (مساوی قراردادن روابطبا 
)57(  

2
2

r
GMfrr −

=−  

)58(  02 =− frfr  

  .از آن به رابطه جدید زیر خواهیم رسید و انتگرال گیری  rدر) 58( با ضرب رابطه
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)59(  ( ) cdtfrrfr =−∫  22  

  .قابل نمایش می باشد بصورت زیر  بالانتیجه انتگرال گیری
)60(  h

dt
dfrfr == 22  

حرکـت   بـرای     و  اسـت  معروفای     زاویه گشتاوربعنوان معادله   ) 60(معادله  . است یک ثابت جدید   h در آن    که
 بـه صـورت     ، یک متغیر جدیـد    )57 ( رابطه  انتگرال گیری از   برای .دارای مقداری ثابت می باشد    ماهواره  مداری  

  .زیر تعریف می کنیم
)61(  

r
u 1
=  

رابطه ) 60(با استفاده از معادله  
df
dt بر حسب r و h   قابل تعیین است و بنابراین براساس قاعـده زنجیـره ای 

  .رسیدمعادله زیر می توان به 
)62(  

h
r

df
dt

dt
dr

dr
du

df
du

−==  

  .معادله دیفرانسیل زیر می رسیم مجدد از رابطه فوق بهیفرانسیل گیری دبا 
)63(  

222

2

hu
r

df
dt

h
r

dr
d

df
ud

−=





−=  

  .در نظر گرفت) 63(به طور هم ارز می توان رابطه زیر را به جای رابطه 
)64(  

2

2
22

df
udhur −=  

) 57( ، معادلـه  )61( بـر اسـاس      u بـا    r و تعـویض   )57( رابطه   در) 60( از   f و   )64(از   r با جایگذاری حال  
  .شود بازنویسی میبصورت زیر 

)65(  
22

2

h
GMu

df
ud

=+  

  .از رابطه فوق می توان به معادله زیر رسید انتگرال گیری با
)66(  

2cos.1
h
GMfcu

r
+==  
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. در مـی یـابیم کـه معادلـه یـک بیـضی اسـت       ) 6(با مقایسه رابطه فوق با رابطه    . یک مقدار ثابت است    c که
بنابراین این معادله بیانگر قانون اول کپلر می باشد که ناظر بر مدار بیضی شکل حرکت ماهواره به دور زمین و                     

  . جرم زمین است بیضی بر مرکز هایکانونیکی از انطباق 
برای اثبات قانون مساحات با توجه به اینکه حرکت مداری ماهواره در یک صفحه انجام می گیـرد، از دسـتگاه                     

) 42(استفاده کرده و معادلـه      ) 1نگاره  (مختصات دو بعدی مداری که مبدا آن منطبق بر مرکز جرم زمین است              
  .[3] مداری به شرح زیر بازنویسی می کنیم y وxرا برای مولفه های 

)67(  y
r
GMyx

r
GMx 33     ; −=−=  

222که در آن     yxr  و کم کردن آنها از یکدیگر به معادله         xو   yضرب معادلات فوق به ترتیب در       با  . =+
  . جدید زیر می رسیم

)68(  0=− xyyx  

  .بعد از انتگرل گیری از آن به رابطه زیر می رسیم
)69(  1pxyyx =−  

frxبا جایگذاری مختصات قطبی      cos=   و fry sin=            69( در رابطه فوق به شکل دیگـری از معادلـه (
  .دست می یابیم

)70(  12 pfr =  

 یک مـساحت    r بردار موقعیت ماهواره     dtبا در نظر گرفتن این نکته که در طی یک زمان بسیار کوتاه مانند               
  . را جاروب می کند، رابطه دیفرانسیلی زیر را برای آن می توانیم بنویسیمdSبسیار کوچک مانند 

)71(  dtfrdS .
2
1 2=  

  . می توان آن را به صورت زیر بازنویسی نمود)70( با در نظر گرفتن و سپس
)72(  1

2
1

2
1 2 pfr

dt
dS

==  

  .بنابراین با انتگرال گیری از رابطه بالا به رابطه جدیدی برای بیان قانون مساحات خواهیم رسید
)73(  2.1

2
1 ptpS +=  



                            تعیین موقعیت ماهواره ای جزوه درس 
 

 
 18 

2rو جایگذاری   ) 72(بکارگیری معادله   ) قانون مساحات (گری از اثبات قانون دوم کپلر       صورت دی 
h    به جای f 

  .رابطه زیر نشاندهنده ثابت بودن مساحات طی شده در زمان های مساوی است. (leick)می باشد 
)74(  ( )2

2
2 1..

2
1

2
1.

2
1 eaGMh

r
hr

dt
dS

−===  

  
مـشخص اسـت، اسـتفاده مـی        ) 1( که در نگاره     E یقانون سوم از مفهوم آنومالی خروج از مرکز       برای اثبات   

  .کنیم
)75(  
)76(  

( )

Ebb
a
xyy

EaxeEaaexx

sin1

cos    ,cos

2
2 =





 ′
−=′=

=′−=−′=

 

  .از طرفی فاصله زمین مرکز ماهواره به صورت زیر معرفی می شود
)77(  ( )Eeayxr cos122 −=+=  

  . به روابط زیر می رسیم)77(و ) 5(ط ابوبا دیفرانسیل گیری از ر
)78(  

( ) dff
ea
erdrdEEeadr .sin

1
    ,.sin.. 2

2

−
==

بـه رابطـه زیـر     rو ضـرب طـرفین در   ) 76( و )56(، )4(، )3(توجه به روابـط  حال با مساوی قرار دادن آنها و    
  .خواهیم رسید

)79(  dfrdEbr 2.. =  

 بـر اسـاس     dt بـا    df و تعویض    b و   r و جایگذاری پارامترهای کپلری برای     )77(و  ) 4(با استفاده از روابط     
  .، از طرفین رابطه فوق انتگرال گیری می کنیم)60(معادله 

)80(  ( ) ∫∫ =−
=

t

t

E

E
dt

a
GMdEEe

0
30

cos1  

  .طرفین معادله فوق به صورت زیر خواهد بودنتیجه انتگرال گیری از 
)81(  
)82(  ( ) 30     ,

sin

a
GMnttnM

MEeE

=−=

=−
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3a  در آن  که
GMn EeEMو   قانون سوم کپلر     بیانگر = sin−= نمـاد   .شد   با معادله کپلر می  به    معروف 

n   وسط، یا همان سرعت زاویه ای مت      حرکت متوسط  معرف M 0 و   لی متوسط اموآنt       زمان عبـور مـاهواره از
از آنجا کـه ضـریب   . شودناشتباه زمین جرم د با نما  Mلی متوسط   اموآنباید توجه نمود که     . استپریجی  نقطه  
GM       حرکـت متوسـط    نیم قطر بزرگ بیضی مدار ماهواره در         در می یابیم که فقط     برای زمین ثابت است، لذا 

  .  تعیین کننده است)T( ماهواره  و بنابراین در دوره تناوب مداری)n(ماهواره 

  

   ماهواره  اغتشاشیرکتح

ای اثر گذار بـر حرکـت مـداری مـاهواره هیچیـک از              همانطور که قبلا نیز اشاره شد به دلیل وجود سایر نیروه          
 بایستی نیروهای اعوجـاج دهنـده   آنهای  محاسبه دقیق موقعیت درپارامتر های کپلری ماهواره ثابت نیستند و     

باعـث انحـراف     نیروهـایی هـستندکه       دهنده یا همان نیروهای اغتشاشی،     نیروهای اعوجاج . درنظرگرفته شوند 
، توسط غیرکروی بودن میدان جاذبـه زمـین  نرمال انحراف در مدار . می شوندال خود  ماهواره از مسیر ساده نرم    

  اصـطکاک   کـشش  ، نیروهای جزرومدی و    خورشیدی تشعشعات فشار    و سایر اجرام،   ماه د و شی جاذبه خور  وجود
مـداری   اغتشاشی بر حرکت  نیروهایاثر  پایین تر باشدها  ماهوارههر چه ارتفاع مداری  . آید  می بوجود   اتمسفری

  . )7نگاره  (شود  می مشاهده بیشترآنها

  
   نیروهای اغتشاشی وارد بر ماهواره-7نگاره 
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هـای    که شرط   برای یک مبدا زمانی معین      مختصات اینرشیال  دستگاه در یک     مداری ماهواره  معادلات حرکت 
یـا عناصـر کپلـری    ) ,rr(در یک مبدا زمـانی معـین، یـا          های اولیه  شرط .شوند  نوشته می  ،اولیه داده شده اند   

. اغتشاشی تمام عناصر کپلری به صورت تابعی از زمان در نظر گرفته می شـوند              نیروهای   وجود   بخاطر. هستند
 مطابق روابط داده شده در بخش قبلی        برعکس عناصر کپلری و  به  ) ,rr(ط اولیه   وشر از   تبدیلدر صورت نیاز    

  .ند نوشته می شو مختصات کارتزین بصورت زیردستگاهمعادلات حرکت در . ر استامکان پذی
)83(  r

dt
dr

=  

)84(  
SRPmsg rrrr

r
rGM

dt
rd

++++−= 3

.  

بیـانگر  ) 84(عبـارت اول در معادلـه   .  در واقع شش معادله دیفرانسیل مرتبه اول هـستند دو معادله برداری فوق 
شتاب حاصل از میدان جاذبه مرکزی زمین است که مدارهای نرمال را تولید می کند و در بخـش قبلـی مـورد                       

 حاصـل از    بیانگر شتاب هـای   ) 84(در می یابیم که عبارت های جدید در         ) 42(با   مقایسه   در. بحث قرار گرفت  
کـه در   انتگـرال گیـری عـددی       ) 84(و  ) 83(ساده ترین روش برای حل معـادلات        . نیروهای اغتشاشی هستند  

   .اغلب بسته های نرم افزارهای تخصصی مهندسی یا ریاضیات یافت می شود
  

  میدان جاذبه زمین

  . زمین به صورت زیر قابل ارائه است مربوط به بخش غیرمرکزی میدان ثقلیشتاب جاذب
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  .کروی نمایش داده می شود پتانسیل اغتشاشی است و با بسط هارمونیک Rکه در آن 
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 به ترتیب عرض زمین     λ و   θ بردار موقعیت زمین مرکز ماهواره،       r شعاع متوسط زمین،     eaدر روابط فوق     

 nmC،  توابع وابسته لژانـدر    nmPچنین   هم .مرکز و طول ژئودتیک ماهواره در دستگاه مختصات زمینی هستند         

 2 از   nباید توجـه نمـود کـه        .  هستند m و مرتبه    n ضرایب هارمونیک های کروی نرمال از درجه         nmSو  
  .مولفه مرکزی میدان جاذبه زمین استپتانسیل برای  معادل n=0شروع می شود و 

 برای دستگاه مختصاتی که مبدا آن منطبق بـر مرکـز زمـین              n=1  پتانسیل در حالت    می توان نشان داد که    
 nتـوان   دهد که پتانسیل اغتـشاشی بـه صـورت نمـایی بـا              نشان می   ) 87( معادله   . مساوی صفر است   ،است

 است که بیـانگر فـشردگی دینـامیکی زمـین ناشـی از      20C) 87(بزرگترین ضریب در معادله  . کاهش می یابد  
  .هارمونیک کروی استمقدار این ضریب حدود هزار برابر بزرگتر از سایر ضرایب . انباشت جرم در استوا است

 برای مدل هـای جـاذبی زمـین ماننـد            امروزه جواب های قابل دسترس برای ضرایب هارمونیک های کروی         

EGM2008   تا درجه )n ( و مرتبه)m (2159 دارای امـا فقـط درجـات و مراتـب پـایین      ، منتشر شده انـد 
) 1( بـه عنـوان مثـال جـدول          .استفاده قرار می گیرند   حاسبات مداری ماهواره ها مورد       برای م  اهمیت هستند و  

 را نـشان    GPSضرایب هارمونیک کروی مرتبه و درجه پایین مورد استفاده برای حرکت مداری ماهواره های               
  .می دهد
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 GPS ضرایب هارمونیک کروی درجه و مرتبه پایین برای ماهواره های -1جدول 

  
  

  ماه   ناشی از خورشید وشتاب

  . بر روی ماهواره ها به صورت زیر معرفی می شوندماه های ناشی از خورشید و شتاب) 8(مطابق نگاره 
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em=0123002.0: که در آن نـسبت جـرم هـا عبارتنـد از            mm   0.332946 و=es mm و mrو sr  بـه 
  . ترتیب بردارهای موقعیت زمین مرکز ماه و خورشید در دستگاه مختصات سماوی هستند

  
   شتاب جاذبی ماه و خورشید بر روی ماهواره-8نگاره 
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  )Solar Radiation Pressure( ی خورشیدتشعشعاتفشار 

پارامترهـای  . تون های نوری خورشید روی بدنـه مـاهواره اسـت          واز برخورد ف  ناشی   ی خورشید تشعشعاتفشار  
انعکـاس  قابلیـت   ،  ) عمود بر امتداد تـابش خورشـید       سطح( ماهواره ، سطح موثر  محاسبه اثر این شتاب    اصلی در 

 محاسبه سطح موثر ماهواره ها به دلیـل پیچیـدگی          . تا خورشید است    ماهواره  و فاصله  ، درخشش خورشید  سطح
با این وجود مدل های مختلفی برای برآورد آن و نهایتا محاسبه فشار تشعـشعات          . نها کار دشواری است   شکل آ 

برای ماهواره هایی که در مناطق سایه قرار می گیرند، فشار تشعـشعات خورشـیدی        . خورشیدی ارائه شده است   
رشید، زمین و ماهواره لازم     بنابراین در محاسبات دقیق با در نظر گرفتن موقعیت های نسبی خو           . صفر می شود  

   .است منطقه سایه به دقت تعیین شود
، دستگاه مختصات مورد استفاده بـرای محاسـبه فـشار تشعـشعات خورشـیدی یـک دسـتگاه              )9(مطابق نگاره   

 آن در yمحـور  .  آن در امتداد آنتن ماهواره و به سمت زمـین اسـت  zمختصات محلی بوده که در آن محور     
مـاهواره  .  آن یک دستگاه دست راستی را کامل می کند         xراستای محور صفحات خورشیدی ماهواره و محور        

 عمود بر صـفحه حاصـل از زمـین،          yها معمولا به گونه ای در مسیر مداری خود هدایت می شوند که محور               
 yصفحات خورشیدی نیز به منظور عمود بودن بر امتداد تابش خورشید حول محـور               .  و ماهواره باشد   خورشید

  . نمایش داده شده استeبا محور ) 9(امتداد تابش خورشید در نگاره . دوران می کنند
  . ائه شده استیکی از ساده ترین مدل ها برای تخمین فشار تشعشعات خورشیدی به صورت زیر ار
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دلیـل حـضور   .   پارامتر اریبی نامیده می شـود   Y بیانگر فشار تابش خورشید در امتداد خورشید و          pکه در آن    
ود چنـین پـارامتری بیـانگر       وج ـ. پارامتر اریبی به ناهنجاری های ساختاری ماهواره و پدیده حرارتی مـی باشـد             

به هرحال چنانچه نیاز به مدارات خیلی دقیق و بـه           . دقیق فشار تشعشعات خورشیدی است     پیچیدگی مدلسازی 
  .تبع آن تعیین موقعیت های خیلی دقیق باشد، باید تا حد امکان فشار تشعشعات خورشیدی را مدلسازی نمود
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  ش خورشیدی فشار تاب برای دستگاه مختصات محلی-9نگاره 

  
  اثرات نیروهای اغتشاشی بر روی مدارات ماهواره ها

اثر نیروهای اغتشاشی مورد بحث در بخش های قبلی بر روی حرکات مداری ماهواره هـای مـورد اسـتفاده در       
 همـانطور کـه در نگـاره       .نمـایش داده شـده اسـت      ) 10(ژئودزی ماهواره ای برای برخی از سامانه ها در نگاره           

  . نیروهای اغتشاشی مختلف بر حسب ارتفاع مداری متغیر استپیداست، اثر
  

  
   ارتباط نیروهای اغتشاشی و ارتفاع مداری ماهواره های مورد استفاده در ژئودزی ماهواره ای-10نگاره 

  
، LANDSAT و SPOT، ماهواره های سـنجش از راه دور ماننـد   TRANSITبه عنوان مثال، ماهواره های      

  در ارتفـاع مـداری       ERS-1/2 و   GEOS-3  ،SEASAT-1اع سنجی مـاهواره ای نظیـر        و ماهواره های ارتف   
مـاهواره هـای فاصـله یـابی لیـزری مـاهواره ای ماننـد               .  کیلومتری بالای سطح زمین قرار گرفتـه انـد         1000

LAGEOS-1   و LAGEOS-2      مـاهواره هـای    و کیلـومتر از سـطح زمـین    6000 در ارتفاع مـداریGPS و 
GLONASS   بنـابراین اثـر نیروهـای      .  کیلـومتری از سـطح زمـین قـرار دارنـد           20000رتفاع مـداری     نیز در ا

اغتشاشی مختلف بر روی این دسته ماهواره ها متفاوت می باشد و باید برای هرکدام به صورت جداگانـه ایـن                     
  .اثرات محاسبه و اعمال شوند
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) 3(و در جـدول   GPS ر ماهواره هایاثر نیروهای اغتشاشی بر روی مدا) 2(برای درک بهتر موضوع در جدول       
 برای یک مدار کپلری و مدار واقعی پس         GPS اثر نیروهای اغتشاشی بر روی پارامترهای مداری ماهواره های        

  . فهرست شده است ساعت 4از گذشت 
  

 GPS (King et al., 1987)  اثر نیروهای اغتشاشی بر روی مدار ماهواره های–2 جدول

  
  
  

 Nakiboglu) ساعت 4 پس از GPS اغتشاشی بر روی عناصر کپلری ماهواره های  اثر نیروهای–3 جدول
et al., 1985) 

  
  














